
第４章 強誘電相転移とソフトフォノン 
 
４．１ ソフトフォノンの概念 
どのようにして結晶が強誘電性を持つようになるかについて、その起因を大きく分類する

と２つのカテゴリーがある。ひとつは変位型(displacive type)、もうひとつは秩序・無秩序
型(order-disorder type)と呼ばれている。このうち、（２）のもっとも典型的な例が前章で
学んだKH2PO4のプロトンの挙動に関連したモデルである。この他に、強誘電体NaNO3で

は、分極を担うNO3基がキュリー温度Tc以上では上向き、下向きものが等確率で存 
在し、平均の自発分極は０である。しかし Tc以下では、いずれかの向きが次第に優勢とな
り、十分低温では完全にいずれかの向きとなる。このような秩序・無秩序相転移は、各サ

イトにダイポールが上向きの場合+1、下向きの場合には-1 を対応させた Ising スピンモデ
ルで記述できる。 
 一方、（１）の変位型では、格子振動の中で正と負の電荷をもつイオンの振動が、互いに

反対で、しかも格子波の伝播する方向に垂直なモード（横型光学的格子振動モード）が関

与する。このモード（ＴＯモード）が Tcに近づくにつれ振動数が減少し、ついに０となっ
て格子は不安定となる。このとき正負イオンの重心が相対的に変位して、対称性が低下し

自発分極を発生させる。これをソフトフォノンと呼ぶ。このように強誘電相転移に格子振

動が本質的な役割を果たすことを最初に指摘したのは、W.Cochran（Phys.Rev.Lett. 
3(1959)412）と P.W,Anderson であった。したがってソフトフォノンモードは Cochran
モードとも呼ばれることがある。 
 この後、中性子非弾性散乱により、ソフトフォノンがいくつかの強誘電体で実際に観測

された。 
４．２ ソフトフォノンとＬＳＴの関係式 
ここではソフトフォノンがいかに強誘電相転移をもたらすかを、図４．１に示すような簡

単な１次元モデルで考えてみよう。 
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                 図４．１ ２原子分子の格子振動 
電荷が＋Ze, −Ze, 質量がm, Mの２つの原子の変位をそれぞれ Ui,Vjで表わす。運動方程式
は次式で表わされる。ばね定数αはすべてのボンドで同じであると仮定する。 
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                                 （４．１） 
ここでは各イオンに働く局所電場が考えた。今、全イオンの変位は一様である、すなわち

格子振動の波の波長は無限大、あるいは波数 k=0（ブリユアン帯のΓ点）であるとする。こ

のとき Ui = U,Vi=U とおけるので 
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となる。 
  上式の解を 0 exp( )U U i tω= 、 0 exp( )V V i tω=  とおくと 
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ここで換算質量µ、イオンの相対シフトＷ＝Ｕ－Ｖを用いると（４．３）式から次式が導か

れる。 

 
2 2 (W W Ze E )Pω µ α γ− = − + +          （４．４） 

 
問４．１ 式（４．４）を導け。 
 
電気分極Ｐは  なので ( )P N Ze W=

           （４．５） 

( )α
µ
は系の固有振動数ω０の二乗であるので （４．５）式は 
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（４．６）、（４．７）式より誘電率と格子振動の振動数の関係を与える次式が得られる。 
2

2 2
0

( ) 1( ) 1
( T

N Zeε ω
)ε µ ω ω

− =
−              （４．８） 

 

2

2
0

( )(0) 1
T

N Zeε
ε µω

= +
、 ( ) 1ε ∞ =           （４．９） 

から結局 
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これを図示すると図４．１のようになる。 

今、絶縁体結晶中を伝播する波を考える。真電荷は０であるから 0divD = 。 
したがって一様な結晶中では 

                （４．１１） ( ) 0divD divEε ω= =

0ここで波が横波の場合には より ( )k E⋅ = 0divE = 。しかし縦波の場合には 

0divE ≠ であるので、 ( ) 0ε ω = となる。そこで （４．１０）式で ( ) 0ε ω = となる振動

数は光学縦波フォノンの振動数ωＬに対応する。これより 
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したがって 
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この式はＬＳＴ（Lyddane-Sacks-Teller）の関係式と呼ばれている。 
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これはソフトフォノンωＴと低周波誘電率の関係を示したもので、ωＴが０に近づくと低い

周波の誘電率ω（０）は発散する。すなわち強誘電相転移が引き起こされることを示して

いる。 
 ＴＯフォノンはどのような時にソフトになるかは、（４．７）式をみていただきたい。 
ωＴは原子変位をもとに戻そうとする短距離力（第１項）とさらにイオンを大きく変位させ

ようとする長距離力（第２項）の拮抗により生じている。転移温度に近づくと長距離力が

大きくなりその結果ωＴは０に近づく。 
これがソフトフォノンの起因である。 

 ここで とおこう。このとき（４．９）、（４．１０）式より、ω＝０（低

周波の場合）とすると次式を得る。 
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                              （４．１４） 
これは Curie-Weiss則を表わしている。 
今まで見てきたように、変位型の強誘電相転移では、１つのＴＯフォノンが転移温度

に近づくとソフトになり、ついにはその振動数が０となって結晶格子は不安定となり相転

移が起こる。フォノンは単位胞がＮ個の原子からなるとき、３Ｎ個の分枝をもつ。このう

ち３個が音響型であり、残りの３Ｎ－３個は光学フォノンである。この中である特定のＴ

Ｏフォノンの振動数が他のものに比較して著しく低いものが存在する。このように励起エ

ネルギーの低い状態が存在することは、基底状態が不安定であることを示しており、相転

移しやすくことを意味している。 
ソフトフォノンの原子変位＝高温相の既約表現の中で、低温相を実現するものの基底。こ

の基底は低温相では全対称表現の基底となっている。 
Landau理論： 
「低対称相で現れる原子の変位は、高対称相の空間群の唯１つの既約表現に属していなけ

ればならない」 
 
４．3  BaTiO3の逐次相転移におけるフォノン 
各フォノンに関係した原子変位は、群論の射影演算子法を用いて求めることができる。

BaTiO3 の場合は、高温相で３重に縮退したT1u(Γ15)モードが関与している。このモードは
Slaterモード(a)、Lastモード(b), 酸素８面体変形モード(c)の３つのモードの重ね合わせと
なっている（図４．２）。 
 
BaTiO3の逐次相転移はこの３重に縮退したモードが次々とほどけていく過程である。 
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４．４ Slaterのカタストフィー理論 
誘電体中で１分子が感じる局所場Ｅlocは次式で与えられることを第１章で学んだ。 

  0locE E Pγ= +                    （４．１５） 

これより分極Ｐは単位体積あたりの双極子の数をαとすると 

  0(P N E P)α γ= +                  （４．１６） 

したがって 

  0 0 ( 1)
1 ( )

N
N
αε χ ε ε
αγ

= − =
−            （４．１７） 

転移温度に近づくと、非調和性のために Nαγ（特に〈）は大きくなり１に近づく。したがっ

て誘電率は発散する。この考えは最初に Slaterによって Slaterのカタストロフと呼ばれて
いる。 
Slatorの考え方の要旨 
① 局所場係数γの大きな位置にイオンが存在する。Lorentz補正を Lとすると（第１章式

(1.18)） 

0
0

1( )
3

E E L
ε

= + + P  

Ｌの値は、単位胞内の原子の位置による。例えば(0,0,0)および(1/2,1/2,1/2)の位置にあ
る原子に対してはＬ＝０である。ただし単位胞のとり方は、単純立方の副格子をとる。

例えば、酸素八面体を構成する酸素 Ox,Oy,Oz が作る単純格子を考える（図４．２）。
このとき、Ozが作る単純格子と、Tiが作る単純格子は互いに(0,0.1/2)の位置にある。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

図４．２ BaiTiO3の構造：それぞれの原子からなる副格子に着目。 
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それをまとめると 

x y z 4πε0L 
0 0 0 0 
1/2 1/2 1/2 0 
0 1/2 1/2 4.33 
1/2 1/2 0 -8.67 
1/2 0 0 -15.0 
0 0 1/2 30.08 
 
② γが大きいイオンでは、Nαの温度依存性が小さくてもγにより大きく増幅され１に近

づきやすい。例えばペロブスカイト結晶のＢサイト(にあるTiでは、γは理想的な立方
対称の場合の 1/(3ε0)より約８倍となる。 

③ 電子分極αがＴ→Ｔｃで大きくなる理由は、イオンの感じるポテンシャルの非調和性に

由来する。非調和性が大きくなると、イオンは外場によって大きく変位するので分極率

は大きくなる。 
 
４．５ 量子常誘電体 
ある種の誘電体、例えば SrTiO3(O), KTaO3(KTO), CaTiO3(CTO)など、では温度下降とと
もに誘電率が Curie-Weiss則にしたがって大きくなる。外挿すると STOでは 35K, KTOで
は 10Kが強誘電相転移温度となるはずである。しかし実際には STOでは誘電率は 20,000
という大きな値をもつが温度に対して一定となる、KTOの場合にもどうような現象がみら
る（図４．３）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   図４．３ 量

 

 

子常誘電体の誘電率の温度依存性 

6



 この現象は低温で量子ゆらぎ（零点振動）がＴＯフォノンのソフト化を阻害するためで

ある。これによって強誘電相転移は起こらない。このような一群の結晶を“量子常誘電体 
Quantum paraelectrics”と呼ぶ。 
 今、格子力学により結晶のポテンシャルエネルギー Ｕをフォノンの基準振動Qで４次ま
で展開する。 

 

2 2 2 2
0

1
2 i i ij i j

i ij
U Q Sµ ω= +∑ ∑ Q Q

>

                   （４．１８） 

フォノンモードが独立な位相をもって振動しているとすると、iサイトと jサイトの相互作
用を表わしている第２項で 

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2( )ij i j i i i i i j
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S Q Q Q S Q S Q N S Q Q= + + ⋅⋅ = <∑ ∑ ∑  （４．１９） 
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これより、相互作用を取り入れたフォノンの有効振動数ωjは 

   
2 2 2

0
2 i

j i j
NS Qω ω
µ

< >= + < >

T

            （４．２１） 

で与えられる。ここで 

      （４．２２） 
2 [1 2 ( , )]j j jQ nω ω< >∝ +

フォノンモードの占有数n(ωj,T)は次式で与えられる。 

 

1( , )
exp( / ) 1j

j

n T
kT

ω
ω

=
−          （４．２３） 

（４．２２）、（４．２３）式から次式を得る。 
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2

j
j

j

Q
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ω

ω
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          （４．２４） 
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これを（４．２１）式に代入すると 
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1
jh

T
k
ω

=                      （４．２６） 

 
ここで、相転移を引き起こすＴＯフォノンに着目すると、その“裸の（bare）振動数”は
そもそもある温度 T0 で不安定になるようなモードであるので、符号はマイナスである。、        

（４．２６） 
（１） 高温近似 (T>>T1) 

1coth( )x
x

≈
を用いて 

0

2 2
2 2

0 2 2
1 1

4 4 [ ]i i
j i

NS NST T
kT kT

ω ω
µ µ

< >≈ + = −T
 （４．２７） 

ここで 
2

2
1

4 iNSA
kTµ

=
、

2
0i 0ATω = −            （４．２８） 

と置いた。 
したがってＴＯフォノンの振動数は特性温度（Curie温度）に向かって０になる。 
（２） 低温近似 
Ｔ→０で x→∞、coth(x)→１ 
となるので、 

 

2 2
0j i Aω ω< >→ +

        （４．２９） 

すなわち一定の値に近づく。 
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演習問題 ４．２ 
 
ＬＳＴの関係式（４．１３）をもちいて誘電率は次式で与えられることを示せ。 

 
1 1(1/ 2) coth( / 2 )

C
T T T

ε =
0T−    （４．３０） 

  また誘電率の温度依存性をＴ1をパラメーターとして図示せよ。 
この式をバレット（Barrettの式）と言う。 

                J.H.Barrett: Phys.Rev.86(1952)118. 
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